1. KINEMATIKA

1.1 Tömegpont kinematikája

A kinematika a mechanikának az az ága, amely a mozgásoknak csak a leírásával foglalkozik anélkül, hogy a mozgások keletkezését, okát vizsgálná. A kinematikát (és később a kinetikát is) a mozgó anyagi test jellege szerint osztályozhatjuk, beszélünk



az anyagi pont



az anyagi pontrendszer és



a merev test mozgásáról.

A mozgó testet akkor tekintjük anyagi pontnak (tömegpontnak), ha méretei a mozgás méreteihez képest elhanyagolhatóan kicsinyek. Ilyenkor az egész test mozgását egyetlen pontjának mozgásával jellemezhetjük. Hogy egy test anyagi pontnak tekinthető-e, az tehát a vizsgált mozgástól függ. Például egy bolygó a Nap körüli mozgását tekintve anyagi pontnak tekinthető, de a tengelye körüli forgását vizsgálva már nem.

A haladó test egyetlen ponttal helyettesíthető, ha a test egy pontjának mozgását ismerjük, akkor az egész test haladó mozgását ismerjük. A kinematikában az anyagi pont és a merev test mozgásviszonyait tárgyaljuk, az anyagi pontrendszerekkel csak a kinetikában foglalkozunk.

Az anyagi pont helyzetét és mozgását a térben mindig valamely koordinátarendszerhez képest kell megadni, illetőleg vizsgálni. A műszaki gyakorlatban a Földhöz kötött koordinátarendszert használjuk.

Valamely tetszőlegesen megválasztott koordinátarendszerben az anyagi pont pillanatnyi helyzete a  
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 vektor-skalár függvénnyel adható meg. (1.1 ábra)
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Az anyagi pont mozgása kinematikailag meghatározott, ha az 
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 vektort mint az idő függvényét ismerjük, pl. derékszögű koordinátákkal kifejezve;
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Az 
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 összefüggést mozgástörvénynek nevezzük. Ez a függvény folytonos. A mozgó pont által befutott folyamatos görbét pályának nevezzük. Matematika szemszögéből nézve a 
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 függvény a térgöbe paraméteres egyenlete.

A mozgások leírásának egy további lehetősége, hogy megadjuk a pályát és azt, hogy valamely pontjából indulva mekkora  s  utat fut be  t idő alatt.

Így a mozgást az  s = s(t) alakú mozgástörvény jellemzi. Az  s  út előjeles skalár mennyiség.
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A mozgások a pálya alakja szerint osztályozhatók. Így beszélünk egyenes vonalú mozgásról, körmozgásról, síkmozgásról.

Az anyagi pont mozgása három adattal jellemezhető, három szabadságfoka van. (pl. x, y, z)

Az anyagi pont mozgásának igen fontos jellemzője az időegység alatt befutott út, a sebesség.
Először vizsgáljuk meg a közepes sebesség fogalmát.
A tömegpont a mozgás során t = t1 időpontban legyen az  A  pontban, a 
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 időpontban pedig a  B  pontban. (1.3 ábra)
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A két pont helyzetét az 
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 vektorok határozzák meg. A 
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 időszakban a tömegpont mozgására jellemző 
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 vekort elmozdulás vektornak nevezzük.
A 
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 hányadost közepes sebességnek nevezzük. Dimenziója  
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A közepes sebesség párhuzamos az elmozdulás vektorral. A 
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 közepes sebesség az AB szakaszon végbemenő mozgásról csak közelítő képet ad. Ha a 
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 értékét minden határon túl csökkentjük, úgy a 
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 közepes sebesség határértéke hú képet ad a mozgásról a t1 időpontban, illetve az  A  pontban.
1.1.1 Sebesség
A közepes sebesség határértéke a 
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vektor a mozgás sebessége a t = t1 időpontban.

Ha a mozgástörvény az ívkoordináta segítségével adott:
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 ,  az érintő egységvektor





[image: image25.wmf]dt

ds

v

=

 a pályasebesség.

A sebességvektor a pálya érintőjével párhuzamos. A változásáról szemléletes képet kapunk, ha a sebességvektorokat közös pontból felmérjük. A sebességvektorok végpontja egy görbét határoz meg az ún. hodográfot. (1.4 ábra)
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1.1.2 Gyorsulás

Ha a sebesség az időben nem állandó, akkor változó mozgásról beszélünk.
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A gyorsulás a hodográf érintője.

Ha a mozgástörvény az ívkoordináta függvényében adott, a gyorsulásvektor a következő alakban írható.
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Mivel: 
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( – a pálya görbületi sugara, megegyezik a simuló kör sugarával

at – pályamenti vagy tangenciális gyorsulás
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A tömegpont egy adott helyén az  
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 normális gyorsulás mindig a pálya görbületi középpontja felé mutat.

Az egyenes vonalú mozgás

Az egyenes vonalú mozgás pályája egyenes vonal, amit azonosnak tekinthetünk a koordinátarendszer  x  tengelyével, így a mozgástörvény
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  alakban írható.

Beszélhetünk egyenes vonalú és változó mozgásról.
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Egyenletes mozgás esetén a sebesség nagysága állandó, tehát



v = v0 = const;
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A kinematikai vizsgálatok célja a mozgás három jellemzőjének előállítása az idő függvényében.

A három időfüggvény a következő: út, sebesség, és gyorsulás.

Egyenletes mozgás esetén:




x = x(t) = x0 + v0 . t




v = v(t) = v0 = const




         a = a(t) = 0

A három függvényt grafikusan is szokás ábrázolni, ezeket kinematikai vagy foronómiai  görbének nevezzük.

[image: image35.wmf]1.6 ábra

x

x

0

t

t

t

v

0

a

a=0

v


Egyenletesen változó, egyenes vonalú mozgásnál a sebességváltozás az idővel arányos, így




 a = a(t) = const

A mozgástörvény a következő alakú lesz:
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A sebesség-függvény:




v = v0 + a t

Az egyenletesen változó mozgás foronómiai görbéit egy példa kapcsán tanulmányozzuk.

1. Példa

A metró-szerelvény két, 1 km távolságban levő megálló között 20 másodpercig gyorsít, illetve lassít. A gyorsítás, illetve lassítás mértéke 1m/s2. A közbenső 30 másodpercben egyenletesen mozog a szerelvény. Rajzoljuk meg a foronómiai görbéket a számszerű értékek meghatározásával.

A gyorsítás és lassítás útja
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Az egyenletes sebesség:
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1.1.3 A körmozgás

Ha egy anyagi pont valamely síkban úgy végzi mozgását, hogy közben egy kijelölt pontból azonos  r  távolságra marad, akkor körmozgást végez.

A mozgás pályája egy  0  középpontú és  r  sugarú kör. Az út-idő függvényt a befutott íven 
s = s(t) alakban adhatjuk meg.

s = r (
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Ha a mozgó pont a körpálya  A  pontjából a  B  pontba jut, közben az íven  s  utat tesz meg. Egyenletes körmozgásról akkor beszélünk, ha a mozgás során a pályasebesség nagysága nem változik, tehát
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A mozgás három időfüggvénye felírható kerületi és poláris jellemzőkkel is
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A körmozgás mozgástörvénye felírható még a következőképpen is:
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 - szögsebesség, vektormennyiség a pályasíkra merőleges és az  0  ponthoz köthető, mértékegysége: 1/s.
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A tömegpont gyorsulása:

A kapott gyorsulás érték a pálya középpontja elé mutat a pontbeli normálissal párhuzamosan.

A körmozgás egyenletesen gyorsuló, ha szöggyorsulás ( = áll.
Ebben az esetben
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A tangenciális gyorsulás most nem 0, hanem at = r (
1.1.4 Harmonikus rezgőmozgás
A harmonikus rezgőmozgás értelmezhető, mint a körmozgás vetülete.
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Egyszerű kísérlettel igazolható, hogy a függőleges síkban megfelelő fordulatszámú egyenletes körmozgást végző pontszerű test vetülete és a rugóra függesztett golyó rezgése egyforma.





y = r sin ( t

Legyen r = A,  a legnagyobb kitérés így:





y = A sin ( t

A rezgő test sebességét a kormozgás sebességének vetülete adja





v = A sin ( t

A normálirányú gyorsulás vetülete pedig:





a = -A(2 sin(t = -(2 y

Rezgésidőnek vagy periódusidőnek nevezzük azt az időt, amely alatt az  y  értéke megegyezik a kitérés kezdeti értékével.
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A frekvencia pedig a rezgésidő reciproka:  
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1.1.5 Hajítás
A ferde hajítás két mozgás eredőjeként fogható fel. Vízszintes irányban mint egyenletes mozgás, amikor is a tömegpont v0x sebességével halad, függőleges irányban pedig egyenletesen változó mozgásról beszélhetünk, amikor is az induló sebesség v0y és a gyorsulás pedig  g  az ún. nehézségi gyorsulás.
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A vízszintes, illetve függőleges mozgásegyenletek:
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Ha az első egyenletből a  t  értékét a másikba helyettesítjük, a pályagörbe egyenletét kapjuk.
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Ez az összefüggés egy parabola egyenlete. A mozgáspálya 
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 vektorok síkjába eső parabola lesz.

A mozgáspályára vonatkozó levezetésünk csak légüres térre érvényes, ha a légellenállást is figyelembe vennénk akkor ún. ballisztikus görbét kapunk.

A hajítási feladatok megoldásánál a következő kérdésekre kell válaszolunk. 

Mennyi ideig tart a mozgás, milyen magasra emelkedik az anyagi pont és mekkora a megtett út vízszintes távolsága.

Először határozzuk meg az emelkedés  t1 idejét és az emelkedés  H   magasságát.

A test addig emelkedik, amíg s függőleges irányú sebességkoordináta zérus nem lesz.
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Az emelkedés ideje:
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A legnagyobb emelkedés magasságára írható az egyenesvonalú, egyenletes mozgás képlete alapján:
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A  C  pontból a  B  pontba annyi idő alatt ér le az anyagi pont, mintha függőlegesen leesne.

Így az esés ideje:
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A mozgás ideje tehát



t = t1 + t2
A mozgás vízszintes távolsága ezek után meghatározható:
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2. Példa

A vízszintes talaj fölött h0 = 100 m magasságban lévő  A  pontból anyagi pontot hajítunk el a vízszintessel ( = 300-os szöget bezáró v0 = 80 m/sec sebességgel (1.11 ábra). Határozza meg az emelkedés és az esés idejét. Milyen magasra (H) emelkedik az anyagi pont?

Mekkora a hajítás vízszintes távolsága (L)? A számításokban g = 10 m/s2
Megoldás

A sebesség összetevők:
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Az emelkedés ideje:
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A legnagyobb emelkedési magasság:
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Az esés ideje:
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A mozgás ideje:
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A hajítás vízszintes távolsága:
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Sok esetben a mozgás sebesség idő függvénye ismert, nézzük meg egy egyenesvonalú mozgás esetén, hogyan határozható meg a megtett út.

1.1.6 A távolság vagy megtett út meghatározása.

Ha egyenletes mozgással van dolgunk, a tömegpont sebessége és az eltelt idő alapján a megtett út számolható





x = s = v0 t
Nehezebb a feladat, ha a sebesség változik. Ha pl. egy gépkocsi által megtett utat akarjuk meghatározni, akkor percenként vagy félpercenként leolvassuk a sebességmérőt. Így a megtett út számolható:
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A számítás nem ad pontos eredményt, mert a (t idő alatt a sebesség változik egy kicsit.

A  (t csökkentése révén a pontosság fokozható, a pontos  s  érték
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A matematikus erre a határértékre – a differenciálhoz hasonlóan – egy szimbólumot vezettek be, ez pedig az integrál jel.
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A fentiek azt is jelentik, hogy a v(t) diagram alatti terület a megtett úttal arányos, ha v(t) ( 0.

de pl. az 1.12. ábrának megfelelően
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ami a kezdőponttól való elmozdulás, de a megtett út
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1.2 A merev test kinematikája

A merev test olyan képzelt test, amely alakját és méreteit a mozgás során nem változtatja.

A merev test kinematikájának feladata a merev test mozgásának, helyzet változásának leírása. Általános esetben a test mozgását három, nem egy egyenesbe eső pontjánakmozgása meghatározza. A három pont koordinátájának minden időpontban való ismerete ermészetesen em kilenc ismeretlen meghatározását feltételezi (kilenc koordináta) ui. a pontok távolsága a mozgás során állandó.

A merev test mozgását 6 független adat egyértelműen meghatározza, ezért mondjuk, hogy a 
merev test szabadságfoka: 6.
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Az 1.13 ábrán látható három pont egy tetszőlegesen kijelölt  D  pont helyzetét egyértelműen meghatározza bármely időpontban ui. a pontok relatív távolsága nem változik. Gondoljunk arra, hogy a négy pont tetraédert határoz meg és ha egy lapját kijelölő háromszög ismert, a tetraéder negyedik pontja egyértelműen meghatározott. Mivel a merev test két pontjának távolsága nem változik a mozgás során, így a távolság négyzete sem.
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A fenti feltétel két esetben teljesül, ha  
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Ekkor legyen 
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Az első esetben haladó mozgásról beszélünk, a másik esetben tengely körüli forgó mozgásról.

1.2.1 Sebességállapot
A legáltalánosabb eset, ha a merev test egy adott  
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 sebességgel mozgó tengely körül forog, vagyis:
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Ha ismerjük a merev test összes pontjának sebességét, akkor ismerjük a sebességállapotát.
A fenti képlet alapján a 
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 ismeretében bármely pont sebessége meghatározható, természetesen a merev test geometriáját ismertnek tételezzük fel.

1.2.2 Gyorsulás állapot

Ha az  A  pont mozgásjellemzőit ismerjük, abból  B  pont gyorsulását is meghatározhatjuk.
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A  B  pont gyorsulása az alábbiak szerint írható (levezetés nélkül)
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A merev test elemi mozgásai. A merev test mozgása végtelen kis mozgások sorozata. Az ilyen rövid ideig tartó végtelen kis mozgást elemi mozgásnak nevezzük. A valóságban a testek véges mozgásokat végeznek.
A merev elemi mozgásai a haladó és a forgó mozgások.

A haladó mozgást szokás még transzlációnak is nevezni.
Ha egy merev test haladó mozgást végez, akkor a tetszőlegesen kiválasztott két pontja által meghatározott egyenes vonaldarab mozgás közben önmagával mindig párhuzamos marad.

A haladó mozgás végző test mozgásának leírásához elegendő egyetlen pontjának mozgását ismerni.

A merev testről akkor mondjuk, hogy helytálló (fix) tengely körül forgó mozgást végez, ha a két pontjának a mozgás során mindvégig nyugalomba marad.

1.2.3 Elemi összetett mozgások.
Haladó mozgások összetétele.

Ha a test egyidejűen több haladó mozgást végez, akkor az eredő mozgás ismét haladó mozgás lesz, és az eredő mozgás sebességvektora a komponens mozgások sebességvektorainak eredője. Az elemi haladó mozgások összetételének problémája jelentkezik a folyón való átkelésnél is.

Az egyik elemi haladó mozgást a víz végzi, mely magával sodorja a hajót 
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 sebességgel, a másik elemi haladó mozgást a hajó végzi, melynek sebessége  
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Elemi forgó mozgások összetétele. Két egymást metsző tengely körül végbemenő egyidejű forgás eredő mozgása forgás, a forgás szögsebességét és ezzel tengelyét is a vektor paralelogramma átlója adja.
A forgások összetételére az 1.16 ábrán mutatunk be példát.
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Az ábrán vázolt kerék a vízszintes tengely körül (1  szögsebességgel és ugyanakkor az  O pont körül  (2  szögsebességgel forog.

Az eredő szögsebességet a szögsebesség vektorok vektoriális összege adja. A következőkben 
tárgyalt síkmozgás az elemi haladó és forgó mozgások összetételéből származtatható le.
1.2.4 A merev test síkmozgása

Ha egy merev test úgy mozog, hogy minden pontja síkgörbét ír le és ezen görbék síkjai mind párhuzamosak az alapsíkkal, akkor a mozgást síkmozgásnak nevezzük. A síkmozgást végző merev testnek a mozgásállapota egyértelműen meghatározott, ha ismerjük két pontjának egymástól független mozgását. Mivel az  
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 vektorok az alapsíkra merőlegesek, ezért elegendő ezeket skalár mennyiségként kezelni.

Az  xy  síkkal párhuzamos mozgás esetén  
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Egy tetszőleges  B  pont sebességvektora 
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A fenti vektoregyenletet az 1.17 ábrán meg is szerkesztettük. Keressünk olyan  P  pontot, amely haladó mozgást nem végez, tehát 
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Ilyen pont mindig van, hiszen 
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 A pillanatnyi forgástengely  P  döféspontját sebességpólusnak is nevezzük.

Skalár összefüggés alapján:  
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A síkbeli mozgás megadásához három adatra van szükség. A három adat a következő:

	vAx
	xP
	vAx

	vAy
	yP
	vAy

	(
	(
	vB hatásvonala


3. Példa

Adott az 1.18 ábrán lévő rúd alakú merev test. A pontjának sebessége vA = 2 m/s  és (=300, valamint a szögsebesség ( = 1/s. Határozzuk meg a pillanatnyi forgástengely helyzetét és a rúd  B  pontjának sebességét, ha 
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A példa kapcsán megfigyelhető, hogy a rúd irányába eső sebesség-összetevők nagysága és iránya megegyezik. Ez a rúdirányú sebességek tétele.

Egyszerű összefüggés írható fel a síkmozgást végző merev test pontjainak gyorsulása között is. Az előzőekben felírt összefüggés:
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Gyorsuláspólusnak nevezzük a síkmozgást végző merev tst azon pontját, melynek a gyorsulása zérus.

4. Példa

Az 1.19. ábrán látható r = 1 m sugarú korong a síkjára merőleges tengely körül forog. A kerületén lévő  A  pontjának sebessége és gyorsulása ismert.
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Határozzuk meg a forgáspontot (P), valamint a jelölt  B  pont sebességét és gyorsulását. Mivel a korong  P  pont körül forog a  P  pont a sebességpólus.

A sebességpólus helye:
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A gyorsulás két összetevője, a tangenciális és normális gyorsulások nagysága megegyezik:
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A sebességpólus helye:
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A forgás szöggyorsulása:
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B Pont gyorsulása:
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1.2.5 Kulisszás hajtómű kinematikája
A szerkezetek kinematikai vizsgálata nagy fontosságú a gépészetben. A szerkezet definiciója: Kényszerekkel alkalmas módon egymáshoz és az álló környezethez kapcsolt testek összessége, amelyek erőfelvételre vagy erő továbbításra alkalmasak.

A most vizsgált szerkezet labilis és egy szabadságfokú.
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A kulisszás hajtómű a forgó mozgást egyenes vonalúvá alakítja át. Határozzuk meg a  B  pont mozgásjellemzőit, ha a forgattyú kar állandó szögsebességgel forog.
A  B  pont sebessége:
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A  B  gyorsulása:
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Az út idő függvény integrálással állítható elő:
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A fentiek alapján rajzoljuk meg a kulisszamozgás kinematikai diagramjait (foronómiai görbéit).
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1.2.6 Ellenőrző kérdések
1. Ismertesse az anyagi pont helyzetének megadási módjait.

2. Ismertesse a sebesség fogalmát.

3. Ismertesse a gyorsulás fogalmát.

4. Mi a hodográf görbe?

5. Milyen kapcsolat van a foronómiai görbék között?

6. Ismertesse a körmozgás jellemzőit.

7. Ismertesse a ferde hajlítást.

8. Mekkora a szabadságfoka a merev test általános mozgásának.

9. A merev test síkmozgása milyen adatokkal oldható meg egyértelműen.

10. Mi a sebességpólus?

11. Írja fel egy tetszőleges pont gyorsulását ha az egyik pont gyorsulása és a merev test szögsebessége és szöggyorsulása ismert.
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